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ABSTRACT

In general, the numerical solution of a second order differential equation and the initial value problem
is approximated by the Runge-Kutta method. If given is a second order differential equation with
boundary conditions then this method is not suitable and the Central FiniteDifference method is
an option for approximating the numerical solution of these differential equation. The application of
the Central Finite Difference method will present a system of nonlinear equations with several
variables to be solved. The Newton method will be applied in this study to obtain the solution of the
nonlinear system of equations, and it is found that the application of Newton's method to Centralized
Finite Differences is very good at approximating the exact solution of the second order differential
equation with boundary conditions.
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ABSTRAK

Pada umumnya solusi numerik dari sebuah persamaan diferensial orde 2 dan masalah nilai awal
diaproksimasi dengan metode Runge-kutta. Jika yang diberikan adalah persamaan diferensial orde
2 dengan kondisi batas maka metode ini tidak sesuai dan metode Beda Hingga Terpusat merupakan
pilihan untuk aproksimasi solusi numerik persamaan diferensial tersebut. Penerapan metode Beda
Hingga Terpusat akan menghadirkan sebuah sistem persamaan nonlinier dengan beberapa variabel
yang harus diselesaikan. Metode Newton akan diterapkan dalam kajian ini untuk mendapatkan
solusi sistem persamaan nonlinier tersebut, dan diperoleh bahwa penerapan metode Newton pada
Beda Hingga Terpusat sangat baik dalam mengaproksimasi solusi eksak dari persamaan diferensial
orde 2 dengan kondisi batas.

Kata Kunci : Nonlinier, Beda Hingga, Metode Newton, Persamaan Diferensial

1. PENDAHULUAN mendekati  solusi  eksak/sebenarnya
1.1. Latar Belakang ketika solusi eksak tersebut tidak bisa

Sudah bertahun - tahun lamanya didapatkan melalui metode aljabar.
para ilmuwan dan para teknisi rekayasa Beberapa diantaranya adalah untuk
menggunakan metode numerik untuk mendekati solusi persamaan diferensial

biasa maupun parsial,
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persamaan  nonlinier dan  sistem
persamaan nonlinier.

Metode numerik yang umum
digunakan untuk mendapatkan solusi
persamaan nonlinier adalah metode
Newton, Bisection dan secant. Sedangkan
untuk medapatkan solusi numerik dari
persamaan diferensial biasa adalah
metode Runge Kutta. Semua metode
tersebut hanya berfokus pada persamaan
dengan satu variabel saja dan tidak dapat
digunakan jika persamaannya memiliki
lebih dari satu variabel. Oleh karena hal
ini dalam tulisan ini akan mencoba fokus
pada pembahasan metode numerik untuk
penyelesaian sistem persamaan nonlinier
lebih dari satu variabel yaitu metode
Newton dan Broyden, sedangkan untuk
penyelesaian persamaan difrensial biasa
orde dua adalah metode beda hingga
(Finite Difference Method).

1.2. Maksud dan Tujuan

Maksud dari tulisan ini adalah
untuk melakukan kajian apakah metode
penyelesaian sisitem persamaan nonlinier
secara numerik dapat digunakan untuk
mendapatkan  solusi  dari  sebuah
persamaan diferensial biasa khusus orde
dua dan menggunakan pemograman
komputer Matlab untuk menyelesaikan
hal yang

dimaksudkan tersebut. Adapun tujuan
daritulisan ini adalah :

1. Menerapkan salah satu dari
metode Newton atau Broyden
pada metode Beda Hingga.

2. Mendapatkan solusi numerik dari
sebuah persamaan diferensial
biasa dengan kondisi batas
menggunakan penerapan
penyelesaian sistem persamaan
nonlinier pada metode beda
hingga.

2. TINJAUAN PUSTAKA
2.1. Sistem Persamaan Nonlinier

Sistem persamaan nonlinier
merupakan kumpulan dari beberapa
persamaan yang tidak memenuhi kaidah
kelinieran, dimana satu persamaan
dengan persamaan lainnya saling
bersinergi sehingga solusi untuk semua
persamaan adalah sama untuk
keseluruhan sistem. Kaidah kelinieran

yang dimaksud adalah :
flxpxg, o, x,) = fx) + flag) + -+
f(x,)

, jika sebuah persamaan tidak memenubhi
prinsip ini maka dikatakan persamaan
nonlinier. Dalam bentuk formal disebut
sebuah persamaan nonlinier jika :

R =R
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Dimana

flagpxgnx,) # flag) + flxg)+ o+
fx,)

Sedangkan sistem persamaan nonlinier
adalah

filxgxg, o, x,) =0
fa(xg2p,00,%,) =0

fn [xllxzi'"'!xn] =0

Dimana (x,%5,-*,%,) € B" dan setiap

f;

merupakan fungsi ril nonlinier
untuk

%= 1,2,..,n _
ebagal contoh sistem persamaan
nonlinier:

2x, —cos(x,xg) 1 0

x; —5(xy+ 3) +sinx; +6=0

e F¥2 + 20x, —10=10

Solusi dari sistem persamaan nonlinier
adalah himpunan dari

titik
(ay,a,-+,a) € R" yang sedemikian
hingga

filay.ay,-,a,) = fi(apa;,--,a,) =

= fulayay -, a,) =0

Karena kerumitan dari sistem persamaan

nonlinier, maka untuk menyelesaikan
sistem ini dengan cara menyelesaikan
sistem persamaan linier adalah hal yang
mustahil, maka digunakan cara iteratif
untuk menyelsaikannya yang disebut
dengan metode numerik.

21.1. Metode Newton

Metode Newton merupakan salah
satu metode yang paling terkenal dalam
meode numerik, karena metode ini sangat
tangguh dalam menyelesaikan
persamaan f(x) = 0.
Metode ini bermula dari ekspansi deret

Taylor f(x)pada titikx:
1

1 , 1
f(0)= () + (- 2)f () +i (- f (x4 E[x -1,)""(x)
Jika diambil dua bentuk pertama dari
persamaan diatas maka diperoleh :

flx) ® fxy) + (x — xljf"(xij
Dan misalkan f(x) =0 akan diperoleh
akarpersamaan :

flxy) jgi%:cl—_x}{;rf(ﬁ@%l) =0

Dengan melakukan perumuman dri
persaman diatas akan didapatkan metode
iteratif dari Newton yaitu :

X =% — f(xiq)

E Ty

Untuk (i = 1,2, ...,m) o
Namun metode iteratif Newton ini hanya
bisa menyelesaikan persamaan nonlinier
satu variabel, oleh karena itu bentuk
iteratif ini harus kita ubah dan
disesuaikan agar
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dapat menyelesaikan satu himpunan
persamaan nonlinier peubah banyak.
Berdasarkan prinsip aljabar
liniermengubah sistem
persamaan
nonlinier

¥ () = -1 _;[X(k—ljl)_if;r(xk—lj
Dimana J(X)™*  adalah invers dari
matriks  Jacobian, dan k=1.2,..,n
merupakan proses iterasi, adalah
vektor fungsi dan
x € R". Persamaan diatas merupakan
prosedur Newton untuk menyelesaikan
sistem persamaan nonlinier yang
tadinya
menyelesaikan f(x)=0
sekarang
prinsipnya adalah menyelesaikan
F(x)=0,
Berikutnya masing - masing komponen
persamaan diatas didefenisikan :

1. Misalkan sebuah fungsi F

yangmemet&lgar_l> R dimana:

fi(xyxq,,x,)
F(xlxxb'":xnj = fﬂ(xl’x:f’."’x?ﬂj

fn (x1’x2’ T xn:]

Dimana f;: R* = R
2. Misalkan maka

¥ merupakan Véf(t%rg‘n

Aq
X
X=|"2

Xn

Dimanax; € Bdan; _ 45

kedalam bentuk matriks, sehingga
bentukiteratif Newton tersebut menjadi :

1. Misalkan J{X) merupakan
matriks Jacobian, dari defenisi
matriks Jacobian maka J{¥)™?

adalah :
dxs Oxo dxp
on on | n
JF(X}_:I': dx. Hxg daxn
8fn 8fn  Bfn
Loz, g Bxp

Berikut ini merupakan langkah - langkah

metode Newton untuk
meyelesaikan

y(0) — (ln} xlu} x'iu}:]

114111?«;

F(X)=0
1. Misalkan
merupakan vektor nilai awal.
2. Hitung /(X*”) dan F (X®)
3. Hitung vektor ¥'* dimana
, nilai }'D} dapat diperoleh
dari 1: amaan linier
}{X' ||3.]| —F{X' D}}
sede hingga
y@ = —I{X' o) F'[X' ®)  dan bentuk
ini dapat kita gantikan dalam metode
ietratif Newton sehingga
xixd — yile-1) _ _,F{Xk 1} F{Xk 1:}_
x(k-1) +}_u< 1)
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4. Jika y'® sudah diperoleh maka
prosesietrasi awal dapat
diselesaikan dengan

(o)
N

samapai ke k ya
mengindikasikanbahawa

F(x"W)=0. Proses ke k
berhenti jika dicapai
”X':k]' — X':k—l}” % 0, dengan

||X'ik} — xle-1) ” =

f 2 2
SO ) =) o ek

5.

Ak = Ak—l +

Dimana
5y = xiE) _ yle-1)

Jika XY sudah dapat dihitung, maka
proses itersi ini diulang terus menerus

Vie— Ap-15¢
z Sk
(B

o= F(x®) = F(x*0)  dan
Perlu diperhatikan

bahwa dalam perhitungan pada metdeoe
Broyden yang digunakan adalah 4
bukan

Ay, Prosedur pada metode Broyden

2.1:%Méiode Broyden adalah sebagai berikut : o © o
Dalam metode Newton kita harus 1. Misalkan x0 = (Xi 1 Xy e Xy :l
menentukan  matriks  Jacobian J(X) merupakan vektor nilai awal.
dan 2. Hitung F(x%)
inversnya disetiap proses iterasi yang 3. Hitung A7Y  dikarenakan
merupakan kendala tersendiri. Broyden ketiadaaninformasi untuk
mengembangkan sebuah metode yang mengitung 4 maka
disebut dengan metode Quasi Newton Broyden mengijinkan untuk
dimana matriks Jacobian digantikan oleh mengambilnilai awal 40 = J(xt0)
sebuah  matriks  pendekatan  A: dengan demikian
Metode A=l {Xu:u:-}‘l
Newton berubah menjadi : ° =/ (1) _ (o) —1 pf wi0)
4. Hitung X%V = X1 — 4,7 F(x19)
) , 5. Hitung F(x1)
XD — x(0 _ g4 ~1F(x%) J
- 1y ()]
Prosedu metod Broyden sebenarnya 6. Hitung »n = F) —F(x') dan
r e
identik dengan metode Newton.
Pada ) )

5 = yi1) _ y(a)

langkah ke-3 metode Newton 7. Hitung
gantikandengan 4 dimana:
383 SOLUSINUMERIK PERSAMAAN DIFERENSIAL BIASA ORDE DUA DENGANSISTEM PERSAMAAN
NONLINIER

Hery Andi Sitompul ¥, Enzo W. B. Siahaan ?



8. Hitung
ATl =

A51+(

) st — A5"y) (s£451)]

stz

9. Gunakan A4;' padalangkah 8 untuk
menhitung X2 = X — 4, 7t F(x W),

10. Ulangi proses

sampai

”X':k}_ X':k—i}” N

bebas terhadap satu atau lebih variabel
bebas suatu fungsi. Secara umum
persamaan diferensial terbagi atas
persamaan  diferensial biasa  dan
persamaan diferensial parsial.

Persamaan  diferensial  biasa
adalah suatu bentuk persamaan yang
memuat sebuah variabel tak bebas
terhadap satu variabel bebas sebuah
fungsi. Sedangkan orde dari persamaan
diferensial biasa tergantung pada
kandungan turunan dalam persamaan
diferensial tersebut, sebagaicontoh :

y' = sinx+ 2x merupakan persamaan
diferensial orde satu.
¥'—=7y+3=0 merupakan persamaan
diferensial biasa orde 2.
Y =2v"+y" +3v—-5=10
merupakan persamaan diferensial biasa
orde 3.

Solusi dari persamaan diferensial
biasa suatu fungsi_ yang memuat
satu ?

2.2. Persamaan Diferensial Biasa

Persamaan diferensial adalah
suatu bentuk persamaan yang memuat
derivatif atau turunan satu atau lebih
variabel tak

variabel bebas yang memenuhi sebuah
persamaan difetensial biasa yang disbut
dengan solusi eksak. Akan tetapi tidak
semua persamaan diferensial biasa dapat
ditentukan solusi eksak, maka para

ilmuwan mengembang solusi
numerik untuk
mendapatkan solusi persamaan

diferensial biasa. Salah satu dari metode
numerik yang paling populer untuk solusi
persamaan diferensial biasa adalah
metode Runge- Kutta, akan tetapi metode
ini mengharuskan hanya syarat nilai awal
saja tidak pada kondisi batas. Metode
beda hingga merupakan metode numerik
yangmengakomodir hal tersebut.

22.1. Metode Beda Hingga

Metode beda hingga merupakan
metode numerik untuk aproksimasi
solusi persamaan diferensial biasa
dengan kondisi batas. Dalam tulisan ini
fokus pembahasan
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adalah persamaan diferensial biasa orde
2. Misalkan:

vi=fv,vx),as=x=bh
via) =a,y(b) =8

Dimana f adalah sebuah fungsi, adalah
tittk ujung sedangkan (@) = &) =5
adalah kondisi batas.
Langkah - langkah metode
beda
hingga untuk menyelesaikan
persamaandiferensial adalah :
formula beda hingga pusat maka dapat
diperoleh :
¥ = fxey' (x)y(xd)
yiwipa) = 2ylaidtyiai-a) _
hl

f(xnwd’(xe})

2R

3. Misalkan nilai ¥(x;) adalah w; maka
metode beda hingga untuk
persamaandiferensial orde 2

- adalah »
_H-Tll-_'_f(x"’w“ 2 l__) =0
dan  kondisi
batas

i=12, .. N

Wy =0, Wysy =B

3. METODE PENELITIAN

Tahapan kerja dalam tulisan ini
dimulai dengan menerapkan metode beda
hingga terpusat pada sebuah persamaan
diferensial biasa orde 2 yaitu :

1. Bagi interval [a,b] menjadi N+ 1
subinterval dengan h= b:
sedemikian hingga titik akhir dari
setiap subinterval adalah
x;=a+ih, i=12,.,N+1

2. Dengan  menggunakan  eksapansi
Taylor untuk menghitung pada saat
pada Y i

}-‘” = 2_],” — 2_].-" 0=x=2 dan

y(0) = 1,y(2) = —3.0749

sehingga diperoleh sebuah sistem
persamaan nonlinier pada seti%p
subinterval , '

selanjutnya sistem persamaan nonlinier
tersebut akan diselesikan dengan metode
Newton  sehingga  solusi  numerik
persamaan diferensial biasa orde 2
diperoleh. Seluruh perhitungan untuk
mendapatkan solusi numerik akan
dilakukan dengan simulasi pemograman
Matlab.

4. HASIL DAN PEMBAHASAN

_ I_nterval. < x E% akan dibagi
menjadi 20 intérval dengan h =0,1
sehingga diperoleh :
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03 |10| 10 | 17| 1,7
04 11| 11 | 18| 18
05|12 | 1,2 | 19| 19
6| 06 | 13| 1,3 | 20 2

gl B W

kondisi batas bahwa

y(0) = 1,7(2) = —3,0749, dapat ditulis
menjadiwg = 1, wysq = wop = —3,0749
Dengan menerapkan metode beda
hinggaterpusat pada persamaan
diferensial tersebut

Dari

Misalkan sistem persamaan nonlinier
g yang dihasilkan oleh metode

191 beda
hingga diatas adalah F(W).

Pada F(W) akan
diimplementasikan = metode  Newton
untuk mengaproksimasi solusi dari

sistem, langkah pertama yang
harus dilakukan adalah dengan menentukan
nilai tebakan awal W"”:', dimana:

(o)
1
W':E'} — Wzlﬂ}
()
W
ol -3,0745-1
Dan w, =1+ ———(x,—0),

i=12..19

Wi = [0,79630,5925 0,3888 0,1850 —0,0187 —0,2225 —04262 - 076300

maka pada setiap akan diperoleh
eyaarmabn, : :
pﬂiﬁ%%ifﬂ—z@%fﬂ+zm=u
— 2w, + -
Wy — 2wy + Wy Wy Wy _
( - )—z[ *) +2ws =0
(Wm - 2;:‘;18 + Wl?) _ [Wr;;:ﬂ) 2wy, =0
A 2 2
(Wm :219 + Wis) _ [sz—:is) £ 2wy, =0
Langkah selanjutnya adalah dengan

menentukan matriks Jacobian untuk

W
sebut dengan J/(W), dimana :
=2, 1 1, 0
k2 h? h
1 4 1 -2 +2 1 1
_|R2"h PERR 0
J(w) = . -t 11
: R h
0 00 2+1 2o
] h? .

J(w) adalah matriks tridiagonal berukuran

19 X 1%etelah komponen dari W%, F(W)

,dan J(w) dapat  didefenisikan
maka
perhitungan sesuai dengan algoritma

metode Newton dapat dilakukan melalui
simulasi pemograman matlab.

Hasil yang diperoleh setelah
menjalankan program adalalah sebagai

- 08337 - 10374 - 12412 - 14449 - 16487 - 18524 - 2056 perikut :

- 22599 -24637 - 26674 -28712]
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g |owy [ T e P 0 1.915 2 1
0 |w |1 1 1 1 1
0. | w: [0.796 |0.287 |- |1.099 | 1.099 ws |- ; | 1.445 | 1.446
1 3 1 3 6 0.018 [2.621 4 9
0. | w: (0592 |- ~[1.196 | 1.197 7 2
2 5 0.446 5 1 we |- - ~ 1502 |1.503
0 0.022 |3.288 5 9
ws [0.388 |- 11,288 |1.289 5 7
8 1.185 7 6 wr |- ; | 1.538 | 1.540
0 0426 [3.903 6 2
0. | |0.185 |- ~ 1373 | 1.374 2 3
we | - R 11548 | 1550 1.852 | 5.756 2 3
0.763 | 4.451 8 5 4 8
0 4 wis | - : ~10.316 | 0.317
0. |ws |- . 11527 | 1528 2056 15583 | |1 |0
9 0.833 | 4.920 1 9 2 2
7 7 i | - - - -
Tl - T 1266 | 1468 2.259 | 5.293 0.145 | 0.144
0 1.037 | 5.300 9 7 9 2 3 6
4 1 Wiz | - - - -
T Twils - 1362 1362 2.243 | 4.890 0705 | 0.705
1 1.241 | 5.580 0 7 7 4 8 3
2 0 wig | - - - -
Tl - T 1700 11203 2.667 | 4.380 1.374 | 1.374
2 1.444 | 5.752 5 1 4 6 8 5
9 9 wy | - - - -
T el - 0980 10,981 2871 | 3.772 2161 | 2.161
3 1.648 | 5.813 2 5 2 0 6 5
7 0 g | - - - -
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perhitungan dari  beberapa
9 9 9 9 iterasidibandingkan
- - dengan solusi eksak.
Data yang ditampilkan dalam tabel &
diatas
merupakan rangkuman dari proses
. . . . Inisial dan Eksak Iterasi ke-1 dan Eksak
perhitungan dalam Matlab dimana iterasi i ——
berhenti pada langkah ke -25 dimana 0 *"‘*m% o o
diperoleh bahwa : T
[ p - 2 —k— Inisial ****** 2 —%— Rerasi ke-1
| (25} (2a)y“ . Eksak T Eksak i
1‘| (W{. - Wi ) = ':“:":I]. Maka SOIUSI “o 05 1 15 2 “o 05 1 15 2
. . . . Iterasi ke-2 dan Eksak Iterasi ke-4 dan Eksak
numerik dari persamaan diferensial
|:25-:| . L. PR WMW
tersebut adalah w; Berikut ini 0 *****M& 0 "‘*&*
merupakan hasil yang diperoleh dari 2 = 2 B ’“;26
Matlab berupa grafik . Eeak . Eeak
0 0.5 1 15 2 0 05 1 15 2
Iterasi ke-8 dan Eksak tterasi ke-9 dan Eksak
e e Gambar 1. Perbandingan nilai inisial,

k.
*

—— Iterasi ke-8 X& —#— lterasi ke-9 "
Eksak A Eksak
05 1

15 2 o 05 1 15 2

iterasi 1, 2 dan 4 dengan nilai eksak.
Dapat dilihat pada gambar 1 nilai
inisial cukup jauh dari nilai eksak, pada
iterasi ke 1, 2 dan 4 masih terlihat dengan
" % jelas bahwa nilai eksak dan nila numerik
| o] ** =] x masih mempunyai selisih yang sangat
©oes tore 2o es s 2 besar. Pada gambar 2 yang merupakan
nilai numerik pada proses iterasi ke-
8,9,10 dan 11 masih terlihat selisih yang
signifikan sedangkan pada gambar ke-3
yaitu pada itersai ke-22,23,24 dan 25
selisih sudah sangat kecil dan berhenti

LRk Ao o
P

o

Iterasi ke-10 dan Eksak
K*** *;SK

"

Iterasi ke-11 dan Eksak

—
| s A Febge,

G Rk Ao s
G R A e N

Gambar 2. Perbandingan nilai pada iterasi
ke-8,9,10,11 dan nilai eksak.

Iterasi ke-22 dan Eksak Iterasi ke-23 dan Eksak

2 2
B e pada iterasi ke-25 karena
** 9'Sslé |"a-|5:| [’nq_}
0 * 0 ® e _ s
‘ Vo \ |w® — w2 || < 0.001
2 R
-30 05 1 156 2 -30 05 1 15 2 5' SIMPULAN
, _Mterasi ke-24 dan Eksak , _Mterasi ke-25 dan Eksak Berdasarkan pembahasan dan
(oot . hasil yang diperoleh pada bab diatas
0 s 0 At dapat diambil kesimpulan dan saran
P o . . s
sebagaimana berikut ini.
-2 | —#— lterasi ke-24 % -2 [| —F— lterasi ke-25 %
0 056 1 156 2 0 056 1 15 2
Gambar 3. Perbandingan nilai iterasi ke-
22,23,24,25 dan nilai eksak.
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1. Metode Newton untuk
penyelesaian sistem persamaan
nonlinier dapatditerapkan dengan
baik pada prinsip metode Beda
Hingga Terpusat terkhusus untuk
persamaan diferensial orde dua
dengan kondisi

batas yang diberikan..
2. Solusi numerik yang diperoleh

da}agnkasus padakajian ini adalah
(25
Wz' .

3. Jika dibandingkan dengan
solusieksak maka solusi

numerik yang Broyden akan
mengkasilkan langkah yang

berbeda, apakah lebih cepat atau lebih
lama.
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diperoleh  melalui  penerapan
metode Newton pada Beda Hingga
Terspus 0 aldalah sangat baik
dengan nilai toleransi
Dalam kajian  ini = metode
Sara
n
penyelesaian sistem persamaan nonlinier
yang digunakan adalah metode Newton
dimana iterasi berhenti pada langkah ke-
25 yang mana langkah ini cukup lama.
Kemungkinan jika diganti dengan metode
Gordon and Breach Science
Publisher.
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